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大规模 MIMO 系统中基于权重高斯赛德 
低复杂度 ZF 预编码方案 
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摘  要：大规模 MIMO 系统中的传统 ZF（zero forcing，迫零）预编码方法中由于存在厄米特矩阵求逆，其复

杂度随着用户数的增多呈指数增加。针对这一问题，提出了一种基于权重高斯赛德（weighted Gauss-Seidel，

WGS）的低复杂度全数字 ZF 预编码方案，即在高斯赛德（GS）的基础上，将传统 GS 算法迭代结果与上一

步的迭代结果进行权重相加以加速迭代收敛，其权重因子通过最小均方和来确定，并且证明权重因子可使算

法收敛。仿真结果表明，WGS 算法通过极少的迭代次数即可逼近 ZF 预编码方案的性能，且将 ZF 预编码的

复杂度从 3O K（ ）降低到 2O K（ ），其中， K 为用户数。 
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Abstract: In massive MIMO systems, due to inversion of Hermitian matrix, the complexity of the traditional ZF 

precoding method increases exponentially with increase of the number of users. To solve this problem, a low com-

plexity digital ZF precoding scheme based on weighted Gauss-Seidel (WGS) was proposed. That was weighted 

addtion the iteration results of previous step and Gausee-Seidel iteration results to accelerate the iterative convergence. 

The weighting factor was determined by the least mean square sum, and the weighting factor was proved to make the 

algorithm converge. The simulation results show that the WGS algorithm can approximate the performance of ZF 
precoding scheme with very few iterations, and reduce the complexity of ZF precoding from 3(O K ) to 2( )O K , 

where K is the number of users.  
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1  引言 

大规模 MIMO 系统在基站端配置上百根天

线，可同时服务更多的用户，使得系统在不增加

天线发射功率和频谱的情况下，大大提高系统容

量与能效[1-3]，已被认为是 5G 移动通信系统的关

键技术之一[4-5]。 

但是，随着基站天线数与用户数的增加，大

规模 MIMO 系统下行预编码面临着复杂度的问

题。接近最优性能的非线性预编码脏纸编码（dirty 

paper coding，DPC）[6]可达到系统最大信道容量，

但因复杂度高而难以在实际通信系统中实现。在

大规模 MIMO 系统中，利用信道之间的正交性，

相比非线性预编码，线性预编码能够以较低的复

杂度接近最优信道容量性能，如迫零（zero forc-

ing，ZF）预编码[3]。但在线性预编码中仍涉及一

个厄米特矩阵求逆问题，并且其复杂度随着用户

数的增加而增加，因此，进一步降低线性预编码

复杂度的方案[7-12]相继被提出。参考文献[7]中提

出了一种基于理查德森法（Richardson method，

RM）的低复杂度的预编码方案；参考文献[7]中提

出了一种雅克比与共轭梯度联合的预编码方案；

参考文献[8]提出了一种基于最小二乘 QR 分解法

（least square QR，LSQR）的预编码方案，这些

方案降低了线性预编码方案的复杂度，但是都在

一定程度上损失了系统性能。参考文献[9]提出了

基于对称超松弛（symmetric successive over re-

laxation，SSOR）的低复杂度预编码方案，该方案

能够通过较低的迭代次数逼近 ZF 预编码性能。参

考文献[10]提出了一种基于截断多项式展开的预

编码方案，但是该方案需要处理复杂的参数优化

问题。参考文献[11]提出了一种基于诺依曼多项式

展开的预编码方案，但其达到最优性能的复杂度

与 ZF 预编码复杂度相近，仍然较高。 

大规模 MIMO 系统能够容纳更多的用户，使

得全数字 ZF 预编码方案复杂度随着用户数的增

加呈指数增加，为了在降低算法复杂度的同时使

系统性能逼近最优，本文提出了权重高斯赛德

（weighted Gauss-Seidel，WGS）低复杂度预编码

方案，即将传统高斯赛德（Gauss-Seidel，GS）[13]

迭代结果与上一步的迭代结果进行权重相加，可

以加快迭代收敛速度。为了进一步加快收敛速度，

根据大规模 MIMO 信道矩阵对角占优特性[4]，

再迭代初始值，本文采用诺依曼展开式[14]的第

一项作为迭代的初始值。仿真结果表明，WGS

算法在 GS 算法基础上仅增加边缘复杂度，且性

能明显优于 GS 算法，并且天线数增多时可以使

用更少的迭代次数实现最佳性能，其复杂度为

2O K（ ）， K 为用户数。 

2  系统模型 

假设一个下行瑞利衰落信道的单小区大规模

MIMO 模型，基站端配备 N 个天线，并且同时服

务 K 个单天线用户，其中 N K 。小区中的 K 个

用户接收信号向量 1KC ×∈y 表示如下： 

 fρ= +y Hx n  （1） 

其中， fρ 表示下行链路基站端发送信号功率，

K NC ×∈H 表示下行链路信道矩阵，为保证各信道

不相关，天线间的距离需要超过电磁波波长的

1 4 ， 1KC ×∈n 服从高斯分布 ( )2CN 0,σ ， 2σ 表示

用户端接收高斯噪声方差。 1NC ×∈x 表示经过预编

码之后的发送信号。 

 =x Ps  （2） 

其中， N KC ×∈P 表示全数字预编码矩阵， 1KC ×∈s

表示 K 个单天线用户的发送信号。 

3  传统迫零预编码 

假设大规模 MIMO 系统为时分双工（TDD），

上行链路与下行链路的信道在同一个时隙中时互

易[15]，因此下行链路信道可以通过上行链路的信

道估计得到[16]。 
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传统 ZF 预编码矩阵可以表示为[4]： 

 H H 1
ZF ZF ( )β −=P H HH  （3） 

其中， ZFβ 为功率控制因子，令 H=G HH ，则功

率控制因子可表示为[17]： 

 ZF 1tr( )
Kβ −=
G

 （4） 

其中， tr( )表示求取矩阵的迹。当基站数增加到

无穷时，功率控制因子可近似为 ZF N Kβ ≈ − 。 

将式（3）代入式（2）得： 

 H 1
ZFβ −=x H G s  （5） 

令 1−=t G s ，则： 

 H
ZFβ=x H t  （6） 

再令 ZF=W HP ，则 ( ) 1H H
ZFβ

−
= =W HH HH  

1
ZF FZβ β− =GG I ， kiw 为矩阵W 中第 k 行第 i 列的元

素，并且在 i k≠ 时，有 2| | 0ki =w ，则第 k 个用户

的信干噪比（SINR） kγ 可以表示为： 

 
2 2

2

2 1
2 2

| | | |

tr( )| |

ff f
kk kk

k K
f

ki
i k

K K

K

ρρ ρ
σγ

ρ σσ
−

≠

= = =
+∑

w w

Gw
 （7） 

因此，传统迫零预编码的信道容量 ZFC 可以表

示为： 

 ZF
1

lb(1 )
K

k
k

C γ
=

= +∑  （8） 

由式（3）已知，预编码矩阵 ZFP 中涉及矩阵G

的求逆运算，该矩阵的求逆计算复杂度为 3O K（ ）。

为了减少矩阵求逆的复杂度，本文提出了一种基

于权重高斯赛德（WGS）的低复杂度预编码方案。 

4  基于权重高斯赛德的预编码方案 

4.1  高斯赛德算法 

由 1−=t G s 可得： 
 =Gt s  （9） 

即线性方程的解。为了避免通过直接求逆来求

解线性方程，传统高斯赛德算法的迭代过程如下： 

 1 1 1 H( ) ( )i i+ − −= + − +t D L s D L L t  （10） 

其中，i 为迭代次数 H= + +G D L L ， D 为对角矩

阵， L为严格下三角矩阵。则预编码之后的发送

信号可以表示为： 

 H 1
ZF

iβ +=x H t  （11） 

4.2  权重高斯赛德算法 

为了进一步加快 GS 算法的收敛速度，本文

在传统高斯赛德算法的基础上，提出了一种基于

权重高斯赛德（WGS）低复杂度预编码方案，具

体算法的迭代过程如下： 

 1 1 1 H(( ) ( ) ) (1 )i i iω ω+ − −= + − + + −t D L s D L L t t （12） 

其中，ω为权重系数，采用诺依曼展开式的第一

项作为迭代初始值，即： 

 
1

1 1 1

0
( ( ))

L
l

L
l

−
− − −

=

= −∑G D D G D  （13） 

则初始迭代值为 0 1−=t D s ，式（12）可化

简为： 

 1 1 1( ( ) ) ( )i iω ω+ − −= − + + +t I D L G t D L s  （14） 

4.3  确定权重因子 

下面要对权重系数进行计算。 
令 1( )ω −= − +C I D L G ， 1( ) sω −= +d D L ，ω 为

权重因子。则式（14）可表示为： 

 1i i+ = +t Ct d  （15） 

其中，矩阵C 的谱半径可以定义为矩阵C 的非零

特征值的绝对值，即
1

(C) max | |nn K
ρ λ=

≤ ≤
，其中 nλ 为

矩阵C 的第 n 个特征值。 

根据特征值与特征向量的定义，可得： 

 1( ( ) ) nω λ−= − + =Cr I D L G r r  （17） 

其中， r 为矩阵C 非零特征值 nλ 的特征向量，将

式（17）两边左乘以 ( )+D L 得： 

 (( ) ) ( )nω λ+ − = +D L G r D L r   （18） 

将式（18）两边同时乘以 Hr ，得： 
 H H(( ) ) ( )nω λ+ − = +r D L G r r D L r  （19） 

对式（19）取共轭转置，可得： 
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 H H H H H(( ) ) ( )nω λ+ − = +r D L G r r D L r  （20） 

矩阵G 为厄米特矩阵，即 H =G G ，将式（19）

与式（20）相加得： 

 H H( 2 ) ( )nω λ+ − = +r D G G r r D G r  （21） 

则： 

 H H(1 ) ( 1 2 )n nλ λ ω− = − +r Dr r Gr  （22） 

其中， H 0>r Gr ， H 0>r Dr ，因此，就需要等式两

边同号，即： 
 (1 )( 1 2 ) 0n nλ λ ω− − + >  （23） 

根据参考文献[18]，该算法的收敛的条件为

1
( ) max | | 1nn K

= <Cρ λ
≤ ≤

，则 1 2 0nλ ω− + > ，可得算法

权重系数的范围为：
1

2
nλω

−
> 。假设信噪比一定，

可通过信道容量根据权重系数取值的变化，取信

道容量最大值时所对应的权重系数作为最优权重

系数。 

在信噪比、用户数与天线数确定，迭代次数

分别为 3、4、5 的情况下，权重系数与系统信道

容量的关系如图 1 所示。由图 1 可以看出，信道

容量函数是凸函数，存在最大值对应的ω 即最优

权重系数。本文固定信噪比、迭代次数，改变基

站天线数与用户数，通过取每次信道容量最大值所

对应的ω 值，可确定ω 与天线数和用户数之间的关

系。假设ω 与天线数和用户之间的关系如下： 

 
图 1  权重系数与信道容量的关系 

 ( , ) KK N a
bN

ω = +  （24） 

假设取 M 个点， mK 、 mN 分别指第m个点对

应的用户数与天线数， mω 为第m个点对应的最优

权重系数， {1,2, , }m M∈ 。式（24）中参数 a、b

根据最小均方和进行确定，则最优 * *( , )a b 为： 

 * * 2

( ) 1
( , ) arg min{ [ ( , ) ] }

M

m m ma,b m
a b K Nω ω

=

= −∑  （25） 

可得 * 1.01a = ， * 2.5b = 。图 2 表示实际ω 与

式（24）的对比，则式（24）为： 

 ( , ) 1.01
2.5

KK N
N

ω = +  （26） 

由式（26）可知，因为 K 与 N 均大于 0，则

权重系数ω 恒大于 1。在上文中得到当权重高斯

赛德算法收敛时，
1

2
nλω

−
> ，且

1
max | | 1nn K

λ <
≤ ≤

，因

此可得 1ω > ，即取该权重系数时该算法收敛。 

 
图 2  权重因子对比 

5  系统性能分析与复杂度分析 

5.1  系统性能分析 

由于建筑物密集的城镇中心地带的无线信道

环境最接近于瑞利慢衰落信道，因此本文仿真信

道为瑞利慢衰落信道，采用两种不同天线数的大

规模 MIMO 系统，分别为： 128 32N K× = × ， 

256 32N K× = × 。为了更加直观地说明提出的

WGS 算法的性能，将 WGS 算法与 RM、GS 算法
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的容量与误码率进行对比，并将传统 ZF 预编码性

能作为参考。 

图 3、图 4 为 3 种不同算法 RM、GS、WGS

算法的容量性能曲线，图 4 中各算法趋势与图 3

均相似。由图 4 可知，当迭代次数增加时，WGS

算法在较低迭代次数已达到 ZF 的容量，并且性能

明显优于 GS 与 RM 算法。相比于图 3，图 4 中的

WGS 算法容量性能更逼近于 ZF 预编码，这是由

于当基站天线数增加甚至趋向于无穷时，基站

到各用户之间的信道趋向于正交，用户间的干

扰减弱。 

 
图 3  在 128 32N K× = × 时的信道容量性能对比 

 
图 4  在 256 32N K× = × 时的信道容量性能对比 

图 5、图 6 为两种不同系统误码率性能的对

比，采用 4QAM 调制。从图 5、图 6 可以看出，

这 3 种算法的误码率都随着迭代次数的增加而降

低，并且都逐渐逼近传统求逆 ZF 预编码方案的误

码率。WGS 算法误码性能明显优于 RM 算法和

GS 算法，同等迭代次数下的 WGS 算法的性能优

于 GS 算法，而在迭代次数为 2 时的 WGS 算法、

GS算法性能已经优于在迭代次数为 4时的RM算

法性能。也就是说，WGS 算法的收敛性是优于

GS 算法的。同样，图 5、图 6 的不同点就在于相

同信噪比下，图 6 的误码率更低，且各算法之间

性能更加逼近。 

 
图 5  在 128 32N K× = × 时的误码率性能对比 

5.2  复杂度分析 

WGS 算法的第 i 次迭代，需要求解线性方程

组和简单乘法，在式（12）中，令： 

 1 1 1 H( ) ( )i i+ − −= + − +t D L s D L L t  （27） 

则： 

 1 H( ) i i++ = −D L t s L t  （28） 
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图 6  在 256 32N K× = × 时的误码率性能对比 

令 Hi i= −p s L t ，则 1( ) i i++ =D L t p ，因此方程

的解为： 

 

1 1
1

11
1

1

11

i
i

m
i i
m mj m

ji
m

mm

p
t

f

p f t
t

f

+

−
+

=+

⎧
=⎪

⎪⎪
⎨ −⎪
⎪ =
⎪⎩

∑
 （29） 

其中， ijf 表示矩阵 +D L的第 i 行第 j 列的元素，

该部分计算复杂度为 24K ；再加上算法所设置迭

代初始值的复杂度为 4K ，权重系数的乘法部分复

杂度为 8K 。因此， WGS 算法的复杂度为
2(4 8 ) 4i K K K+ + ，其中 i 为迭代次数。 

表 1 列出了 RM 算法、GS 算法和 WGS 算法

复杂度。由表 1 可知，3 种算法都将传统求逆 ZF
预编码方案的复杂度从 3( )O K 下降到 2( )O K 。对

比这 3 种算法，复杂度最高次幂系数均相同，仅

一次幂的系数不同。相对于 RM 和 GS 算法，本

文算法的复杂度略高，但是，当用户数增多时，

其低次幂的复杂度可以忽略不计，3 种算法的复杂

度近似相等。 

表 1  RM 算法、GS 算法和 WGS 算法的复杂度对比 

迭代次数 RM GS WGS 

2i =  22(4 8 )K K+ 28 4K K+  22(4 8 ) 4K K K+ +

3i =  23(4 8 )K K+ 212 4K K+  23(4 8 ) 4K K K+ +

4i =  24(4 8 )K K+ 216 4K K+  24(4 8 ) 4K K K+ +

5i =  25(4 8 )K K+ 220 4K K+  25(4 8 ) 4K K K+ +

 

6  结束语 

本文提出了一种基于权重高斯赛德（WGS）

的低复杂度预编码方案，该算法可以通过较少的迭

代次数来达到传统求逆 ZF 预编码性能，并且天线

数增多时所需的迭代次数会更少。同时，WGS 算

法极大地降低了大规模 MIMO 系统中传统求逆 ZF

预编码方案的复杂度。将原 ZF 预编码方案复杂度

从 3( )O K 降低到 2( )O K 。仿真结果表明，相比于

GS 算法，WGS 算法性能更好，收敛速度更快。 
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